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差分法を用いた斜角支持多主桁橋の自由振動解析
内谷保↑
Free Vibration Analysis of Multi Gircler Bridges with Skew Suppot Lines Using Finite 
Defference Methocl 
Tamotsu UCHITANI 
Deu to routes of a highway or geographical connditions and limitation of spaces in the bridge constructing 
points， a lot of highway bridges with skew support lines are constructed and are using. Moreover the skew 
bridge of nonparallelgram type， both end support lines are not parallel each other， isbeginning to construct in 
the recently， the study on dynamical characeristics of these skew bridges is not enough now 
In this paper， the free vibration analysis method of multi girder skew bridges by method of finite di百erence.
simpler than other methocls (for example， FEM or method of grillage gider)， ispresentecl ancl appropriateness 
of this method is disucussed. 
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1 まえがき
近年，道路の路線形状や架設地点の地理的・空間
的制約から支承線が橋軸に直交しない，いわゆる斜橋
が数多く架設共用されている.また、最近では両端の
支承線が平行でない不整平面形状を有する斜橋の架設
も見受けられるようになってきている2) かかる斜橋の
動的解析に関しては，これまでに主として格子桁理論
1)や有限要素法2)などを用いたいくつかの研究が報告さ
れているが，これらの解析法はいずれもその取り扱い
が煩雑であるとともに、多次元の固有値問題を扱うこ
とになり，低次の少数の固有振動数や固有振動モードの
みを必要とするような場合は極めて不経済である。こ
れに対して，差分法はコンビュータが発達する以前か
ら用いられていたことからも分かるように，取り扱う
未知数が少なくてすむ利点を有している.
本論は，図-1に示すような支承線が橋軸と任意
に斜交する不整形な平面形状を有する多主桁斜橋に適
用可能な，不規則格子配置をもっ差分法を用いた自由
振動解析法を提示するものである.ここでは，かかる
多主桁斜橋を主桁とそれに直交する版にモデル化して
取り扱う 3) すなわち 横桁および床版を主桁に直交す
る換算版にモデル化し その両端に生ずる断面力を主
桁に作用する荷重と考え 主桁に注目して差分法を用
いた運動方程式を誘導する.このとき，主桁の変位と
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しては鉛直変位とねじり角を考慮する.また，横桁お
よび床版の質量は各主桁に集中させるものとする.
本解析法は弾性支承を有する多主桁斜橋や連続桁
橋，不整平面形状を有する多主桁曲線橋などの動的応
答解析にも容易に適用することができる.
2 自由振動方程式
図-1に示すような N本の主桁からなる任意の平
面形状を有する多主桁斜橋を考え 任意主桁 nと11+1
の間隔を bn(1二 1，2，'• .，N-1)とする.各主桁ごとに左
支点上の原点から任意点までの距離を xとし，主桁 n
の鉛直下向きのたわみを Yn，X軸まわりのねじり角を
んとする.図-2 (a)は主桁1-1，1， 11+1およびこれ
らの主桁を結ぶ床版(横桁を含む)の変形状態を示し，
図-2 (b)は主桁 nの単位長当たりに作用する力を示
したものである.ここに， qn， Tηは主桁nの単位長当た
りの鉛直慣性力およびねじり慣性モーメント，mn，行1η
と Vn，九は床版および横桁を橋軸直角方向の曲げ剛|生
のみをもっ版に置換するとき，版端の単位長当たりに
作用する曲げモーメントおよびせん断力であり、たわ
み角法を用いて次式で与えられる.
つ戸71.， _ 3 
丙lη=τ二{8凡+1+ 28η-E7(仇 - Yn+1)} (1) 
つE1.
mn ピ {28n+ 8ηー 1一仁川-1一川}(2)
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図-1多主桁斜橋の平面図
主桁n+ 1 
(8 )主桁の変形量
(↑'-b寸Tm卜
(b)主桁に作用する荷重
図-2主桁の変形量および作用荷重
もEI.，_ 2 
Vn二一寸7ニ{8η+1+ 8η 一了(Yn-Yη+1)} (3) ν vn 
6EI.， _ 2 
Vn =-τγ二{8η+九一1-~一(Yn-l 一仇)} (4) 
U九一1 un-1 
ここに，E1sは帯板部材の曲げ剛性(床版と横桁の換算
版剛度)である.
本解析では差分法を用いるため 各主桁を図-3
に示すように m 等分し、各主桁とも左端から 1，2，
，m+1の差分点番号を付す.主桁の質量および図-2
(b)に示す作用力は、すべて各差分点、に集中させるも
のとする.このような仮定のもとで，任意主桁 nの
単位長当たりの質量をPn，ねじり回転半径を αη，差
分間隔をんとし，図-4に示すように差分点 iとi十l
問および i-1と i問の中点でのせん断力を Q7+4
-Elη(83Yn / 8X3)i+ ~， Q'/_き = -Eln(ePYn/8x3)iーを
およびねじりモーメントをT;:き=GJη(88凡 /8X)i+~'
z:ても =GJ凡 (88n/8X)i_~ とすれば，差分点 i における
). N 
I i十 1 m ???
2 
回十 li + 1 m 
1I 
i 1 il i + '1 。加十 i
図-3差分点の配置
図-4主桁nの差分点 iに作用する荷重
運動方程式は次式のようになる.
2 Yn ¥ rl T (1 83yη83判
PnAn(ザ )i=一九{(327)吋一(ポLーさ)
+入η(υ凡
-
'Un) (5) 
2 _ ¥ f f}
28n ¥ E" 7 (f f}8n ¥ f f}8 ん(石手)i= GJn{(石川-(話)iーを}
一入η(m九十而η) (6) 
ここで、，yη=y，ηeJwt，。η二 θneJwt，Vn _ ~凡 eJ ωt ，
h 二 Vnejωt，mη= MneJwt，仇η=1白nejwt (jは虚数
単位)とおいて式(5)，(6)に代入の上整理すると，次式
に示すような xに関する常微分方程式が得られる.た
だし、 ωは固有円振動数を示す.
d3Yn， ，d3Yn 
Elη{( -d~;' )i+き一(百子)iーさ)
ー ω2ρ凡入nYi九十九(九 -Vn)二 o (7) 
d8T1 ' ，d8n 
-GJη{(す;')i+~ -(ポ)i-i}
ー ω2α:Pη入ηθi+ん(1白凡 +Nln)=O (8) 
本解析では，次式に示すような差分式を用いる.
d3YT1 ， 1 (-~~~' )i十戸一広三(-叫3+ 13出 -;34Yi~1 
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主桁 n-l
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図-5係数々，diの定義
十34Yt-13Yiム+Yi~ 2) (9) 
d3、ιl
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d8n (」)t-1= 一一(一切~1+ 27町24入η ヤ
-27θ?-1+θi-2) (12) 
ここに， Yとθの脚字は差分点番号を，肩字は主桁番
号をそれぞれ示す.
さらに，各差分点間ではすべての変形量と断面力
が橋軸xに沿って 1次変化するものと仮定し，図-5
に示す斜橋の幾何学的形状と差分間隔から決まる係数
，々diを用いて処理すれば，図-5に示す主桁nの差
分点 iにおける運動方程式式 (7)，(8)は次のような差
分式で与えられる.
EL. ::~' (一九て3+ 14Yi~2 - 47Yi~1 + 68Yin o八日 一
一川1+叫 2一応)+今{d?よ 1+d
+ (1 -di_1 + d?)¥ゲ+(1 -di)'Vi~d 
一 (1 -ci)九てc一(ci+1-ci+1)げ
ci-十1Vi~1-c} ー ω2pn 入nYt ニ o (13) 
GJ目 前一ニ(θjt2-2gθ;ー1+ 54θf 24入η
一間~+1 +叫)+与{々 J 乙l+d
+ (1 -di_l + di)Mt + (1 -di) Mi~ト d
+ (1-ci)M乙c+(cF+1-c?+l)Mf
+ ci+1Mえ1-J-w2α:pn入η8i=0 (14) 
式(13)，(14)に式(1)--(4)を代入し，
3うじ=ciYiよ1+ (1-ci)巧η (15) 
(16) 
(17) 
(18) 
Yi~d = (1 -din)Yin + di Yi~l 
θ乙c= ciθi-1 + (1 -ci)θ? 
θi+d=(l-di)θi + diθ?+1 
j などのl次補間式を用いれば，本題の斜角支持多主桁
橋に対する差分表示された自由振動方程式が導かれる.
3 振動数方程式
式(13)，(14)の自由振動方程式に関して，主桁 n
が縁桁 (n=lまたは n=N)の場合には，主桁 n-1また
はn+1上のいずれか一方の差分点は imaginarypoint 
となり意味をもたない.このときは，式 (13)，(14)中
のその imaginarypointに対応する項を零とすればよ
い.また，差分点が支承近傍(i=1，2，m，m+1)の場合に
は，支承外のimaginarypointを支承の境界条件により
消去すればよい.こうして，構造全体の次式に示す自
由振動方程式が得られることになる.
([ K] -W 2 [ M]) { D} = {O} (19) 
ここに， {D}は各主桁差分点の鉛直変位Yおよびねじ
り角θを要素とする列ベクトlレ， [K]は剛性マトリック
ス(対称正方行列)， [M]は各主桁差分点の集中質量お
よびねじり慣性を対角要素とする対角行列である.
多主桁斜橋の振動問題において，全断面のねじり
慢性は一般に無視できないが，個々の主桁のねじり慣
性は無視できるものとし，刊行内のねじり慣性要素を 0
とおいて式 (19)を各差分点の鉛直変位のみによる自由
振動方程式に変換すれば次式を得る.
([R] -w2[1白]){D}= {O} (20) 
ただし， {D}は各差分点の鉛直変位Yを要素とする列
ベクトル， [1白]は各差分点の集中質量を対角要素とす
る対角行列， [R]はねじり慣性を Oとして式 (19)の係
数行列を処理した後の剛性マトリックス(鉛直変位Yの
数に等しい対称正方行列)である.
振動数方程式は，式(20)の係数行列式
1 [R] -w2[庇]1= 0 
、 、
?，
?
???， ，?
， ，
?
? ? 、
により与えられ，この振動数方程式を解いて固有円振
動数ωとそれに対応する固有ベクトルが求められる.
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4 数値計算例
本数値計算では，本法の妥当性を検討することを
考慮して，文献 1)で用いられた表-1に示すような諸
元を有する 2タイプの多主桁斜橋を対称とする.これ
らの斜橋は実橋であり，固有振動数の実測値も得られ
ている.なお，差分法による解析においては分割数が精
度に影響するが，低次(1~6 次)の振動数に対しては主
桁を 6~8 分割すれば十分な精度が得られることが確か
められたので，本解析では 8分割を基本 (TYPE-Aは
斜角の関係で6分割)とする.
表-1多主桁斜橋の諸元
TYPE-A TYPE-B 
支問 L 21.80 m 22.84 m 
幅員 B 8.00 m 20.07 m 
主桁本数 4本 11本
左斜角ゆL 60。 49。
右斜角ゆR 60。 49。
表-2固有振動数 (Hz)
TYPE-A 
次数 本解析法 格子桁理論1) 実験値
1次 6.136 6.556 
2次 8.701 9.134 8.5 
3次 21.885 17.444 
4次 24.006 24.499 
5次 31.932 31.178 
6次 35.817 31.556 
TYPE-B 
次数 本解析法 格子桁理論1) 実験値
l次 4.555 4.7 
2次 5.475 5.2 5.7 
3次 8.228 8.2 
4次 12.953 12.4 
5次 18.534 
6次 18.893 
表-2は， TYPE-AとTYPE-Bの多主桁斜橋に対
して，本解析法を用いて求められた 6次までの固有振
動数を示したものである.なお，表中には比較のため文
献 1)で報告されている格子桁理論による固有振動数の
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表-3固有振動数に及ぼすねじり拘束の影響
TYPE-A 
次数 ねじり自由 ねじり拘束 比
l次 6.136 Hz 10.607 Hz 1.73 
2次 8.701ク 11.857ク 1.36 
3次 21.885ク 27.107ク 1.24 
4次 24.006ク 28.712ク 1.20 
5次 31.932ク 35.673ク 1.12 
6次 35.817ク 43.260ク 1.21 
TYPE-B 
次数 ねじり自由 ねじり拘束 よヒ
1次 4.555 Hz 7.584 Hz 1.67 
2次 5.475ク 7.866ク 1.44 
3次 8.228ク 10.506ク 1.28 
4次 12.953ク 14.995ク 1.16 
5次 18.534ク 21.284ク 1.15 
6次 18.893ク 22.230ク 1.18 
値および実験値も示してある.この表より， TYPE-A 
の3次と 6次の固有振動数は別として，本解析法によ
る固有振動数の値は格子桁理論による値と良く一致し
ているとともに，実験値ともかなりよい一致を示して
いることがわかる.これらのことより，本解析法を用い
て多主桁斜橋の自由振動解析を行っても，低次の固有
振動数を対象とする限りにおいては高い精度で推定で
きるものと思われる.なお 図-6には表-2の固有
振動数に対応した TYPE-AおよびTYPE-Bの6次ま
での固有振動モードを示している.本解析法によれば，
TYPE-Bのように主桁本数が多く広幅員の場合は，そ
れほど複雑な振動モードは生じないようであるが，主
桁本数が少なく狭幅員で斜角のきつい TYPE-Aでは
次数によってかなり複雑な振動モードが生じるようで
ある.文献 1)で報告されている格子桁理論によれば，
TYPE-Aでもそれほど複雑な振動モードは生じていな
い.TYPE-Aにおける 3次および6次の固有振動数値
の違いはこの振動モードの違いが影響しているものと
思われる.
本解析法は主桁の変位としてねじり角も考慮して
いるので，支承上での主桁のねじり拘束が多主桁斜橋
の固有振動数に及ぼす影響を検討することが可能であ
る.表-3は， TYPE-AとTYPE-Bの多主桁斜橋に対
して，支承上での主桁のねじりを拘束した場合と自由
な場合の固有振動数の比較をしたものである.支承上
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(a) TYPE-A 
(b) TYPE-B 
図-6固有振動モード
31 
(a)直橋
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1次
(f 1 =5. 754 Hz) 
(b)平行四辺形タイプ
1次
(f1=5.155 Hz) 
J 
胃-;-一一一
ご二工
2次
(f 2=8. 799 Hz) 
叫」
4次
(f .=28. C応oHz) 
(c) 台形タイプ
図-7平面形状の異なる 3タイプの固有振動数と固有振動モード
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での主桁のねじりを拘束すれば 一般に橋梁全体の剛
性は高くなると考えられるが，この表よりそのことが
うかがえる.すなわち ねじりが自由な場合の固有振
動数より拘束した場合の固有振動数の方が各次数とも
大きくなっており，低次ほどその傾向は顕著となるよ
うである.
次に，ケーススタデイーとして TYPE-Aの橋長や
主桁の諸元を用いて，直橋，斜角 45。の平行支承を有
する斜橋(平行四辺形タイプ)および左支承は 45。の
斜角を有し右支承は直角である斜橋(台形タイプ)の 3
タイプを対象として 本解析法による自由振動解析を
行った.図-7 に 1~6 次までの固有振動数と固有振動
モードを示す.これより，平行四辺形タイプおよび台
形タイプとも 1~6 次までの低次の振動モードの現れ方
は，橋梁の全体的な面から見れば直橋の場合とほぼ同
じであるが，個々の王桁の振動モードには若干の差異
がみられ，特に台形タイプでは次数によってはほとん
ど振動しないような主桁が存在することがわかる.ま
た，固有振動数について見てみると， 3次以上で台形
タイプの3次と 4次において直橋や平行四辺形タイプ
とかなりの差異が生じている.これは，直橋と平行四
辺形タイプの振動モードがかなり似かよっているのに
対して，台形タイプの振動モードがこの 2タイプの振
動モードと異なっているためと思われる.
5 あとが、き
橋軸に直交しない支承線を有する多主桁斜橋は数
多く架設共用されており，最近では両端の支承線が平
行でないような斜橋も架設されつつある.本論は，こ
のような支承線が平行でない任意の平面形状を有する
多主桁斜橋にも比較的簡単に適用可能な差分法を用い
た自由振動解析法を提示し 従来の格子桁理論による
結果と比較することによりその妥当性を検討するとと
もに，多主桁斜橋の自由振動特性の若干の考察を行っ
た.結果を要約すると以下のようになる.
文献 1)で報告されている実橋を対象とした格子
桁理論による自由振動解析結果および実験値と本解析
法による結果とを比較検討したが かなりの良い一致
が見られ本解析法の妥当性が確認できた.
多主桁斜橋ではねじりの国有振動数に及ぼす影響が
大きいと考えられ 支承線上での主桁のねじりが自由
な場合と拘束されている場合について解析を行い，固
有振動数の比較を行った.その結果主桁のねじりを拘
束すると固有振動数はすべての次数で大きくなり，低
次ほどその傾向が顕著となるようである.
33 
また，ケーススタデイーとして直橋，両端の支承線
が平行な斜橋(平行四辺形タイプ)および左端が斜角を
有し右端が直角な斜橋(台形タイプ)の3タイプにおい
て固有振動数と振動モードの比較を行った.振動モー
ドについては， 1 ~6 次までの低次では橋梁全体として
の現れ方に大きな違いはないが，個々の主桁では差異
がみられ，特に台形タイプでは次数によってほとんど
振動しない主桁が存在するようである.固有振動数に
ついては，台形タイプの値が高次になるほど他のタイ
プと異なってくる傾向にあるようである.
今後は，無次元化解析などを行ってより一般的な
特性を検討する必要があろう.
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